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Twierdzenie Hahna–Banacha (o przedÃlużaniu funkcjonaÃlu): Niech V0 bȩdzie
podprzestrzenia̧ liniowa̧ przestrzeni liniowej unormowanej V (nawet nie zakÃladamy
zupeÃlności) i niech P0 bȩdzie funkcjonaÃlem określonym na V0, o normie r. Wtedy
istnieje, określony na V funkcjonaÃl P o normie r taki, że P |V0 = P0.

Dowód. Najpierw udowodnimy to twierdzenie dla funkcjonaÃlów rzeczywistych un-
ormowanych, gdzie V0 i V traktowane sa̧ jako przestrzenie rzeczywiste. Rozważmy
rodzinȩ wszelkich unormowanych ,,przedÃlużeń” rzeczywistych, funkcjonaÃlu P0 na
podprzestrzenie zawieraja̧ce V0:

P = {(V ′, P ′) : P ′ ∈ V ′∗, V ′ ⊃ V0, ‖P ′‖ = 1, P ′|V0 = P0}

Rodzina ta jest niepusta, gdyż zawiera (V0, P0). W rodzinie tej wprowadzamy
czȩściowy porza̧dek wg. relacji ,,być przedÃlużeniem”:

(V ′′, P ′′) < (V ′, P ′) ⇐⇒ V ′′ ⊃ V ′ & P ′′|V ′ = P ′.

Sprawdzamy zaÃlożenia Lematu Kuratowskiego–Zorna: jeśli (Vα, Pα) jest Ãlańcuchem
(pozbiorem uporza̧dkowanym liniowo) w P, to jego kres górny określamy jako parȩ
(V ′, P ′), gdzie V ′ =

⋃
α Vα (to jest podprzestrzeń liniowa V ) oraz na tej sumie

określamy P ′ wzorem P ′(v) = Pα(v) biora̧c dowolne α takie, że v ∈ Vα. Elemen-
tarnie sprawdza siȩ, że (V ′, P ′) ∈ P oraz, że para ta dominuje caÃly Ãlańcuch.
Zatem z Lematu K–Z wynika istnienie elementu maksymalnego (V ′, P ′) w P (czyli
maksymalnego przedÃlużenia dla (V0, P0), którego nie można przedÃlużyć na żadna̧
podprzestrzeń istotnie wiȩksza̧ niż V ′). Pokażemy, że V ′ = V , co zakończy dowód.

Jeśli V ′ 6= V , to w V istnieje wektor w /∈ V ′. Niech V ′′ = Lin(V ′∪{w}). Oczywíscie
V ′′ ⊃ V ′ i zawieranie to jest istotne. Każdy wektor v ∈ V ′′ wyraża siȩ jako
v = v′ + αw, gdzie v′ ∈ V ′ i α ∈ R. Przedstawienie to jest jednoznaczne, gdyż
gdyby byÃly dwa różne, to odejmuja̧c je stronami doszlibyśmy do tego, że w ∈ V ′.

Trzeba ustalić jaka̧ wartość funkcjonaÃlu przypisać wektorowi w. Zauważmy, że dla
dowolnych v1, v2 ∈ V ′ mamy

P ′(v1)− P ′(v2) ≤ |P ′(v1)− P ′(v2)| ≤ ‖v1 − v2‖ ≤ ‖v1 − w‖+ ‖v2 − w‖

zatem
P ′(v1)− ‖v1 − w‖ ≤ P ′(v2) + ‖v1 − w‖.

Sta̧d supremum po wszystkich v1 wyrażenia po lewej musi być nie wiȩksze od infi-
mum po v2 wyrażenia po prawej:

m = sup
v1

(P ′(v1)− ‖v1 − w‖) ≤ M = inf
v2

(P ′(v2) + ‖v1 − w‖).



Możemy teraz wektorowi w przypisać dowolnie wybrana̧ liczbȩ r z przedziaÃlu [m,M ]
i bȩdzie dobrze. Czyli wektorowi v = v′ + αw (α ∈ R) przyporza̧dkujemy

P ′′(v) = P ′(v′) + αr.

Oczywíscie jest to rozszerzenie P ′ na V ′′ Liniowość jest elementarna. Trzeba
sprawdzić normȩ. Z jednorodności, (dziela̧c przez −α) wystarczy to robić na wek-
torach postaci v = v′ − w. Wtedy mamy

|P ′′(v)| = |P ′(v′)− r|.
Ale

−P ′(v′) + r ≤ −P ′(v′) + M ≤ −P ′(v′) + P ′(v′) + ‖v′ − w‖ = ‖v‖
oraz

P ′(v′)− r ≤ P ′(v′)−m ≤ P ′(v′)− P ′(v′) + ‖v′ − w‖ = ‖v‖.
Pokazalísmy, że ‖P ′′‖ osia̧gana na V ′′ nie przekracza 1. PrzedÃlużylísmy na istotnie
wiȩksza̧ przestrzeń V ′′ rzekomo nieprzedÃlużalny funkcjonaÃl P ′. Ta sprzeczność im-
plikuje, że V ′ = V , co kończy dowód w przypadku rzeczywistym. (Unormowanie
nie stanowi istotnego ograniczenia, na mocy jednorodności normy).

PozostaÃl przypadek zespolony. Każdy funkcjonaÃl zespolony P0 na podprzestrzeni
V0 zespolonej przestrzeni V zapisuje siȩ jako

P0 = P r
0 + iP i

0

gdzie P r
0 = Re(P0) i P i

0 = Im(P0) sa̧ funkjconaÃlami rzeczywistymi na V0 trak-
towanej jako rzeczywista podprzestrzeń rzeczywistej przestrzeni V . Ponadto mamy
zależność:

Re(P0(iv)) = Re(iP0(v)) = −Im(P0(v)),

czyli
P i

0(v) = −P r
0 (iv).

Tym sposobem wyrazilísmy P0 przez de facto JEDEN funkcjonaÃl rzeczywisty P r
0 ,

jak nastȩpuje:
P0(v) = P r

0 (v)− iP r
0 (iv).

Jeśli chodzi o normȩ, to oczywíscie ‖P r
0 ‖ ≤ ‖P0‖. Z drugiej strony, |P0(v)| =√|P r

0 (v)|2 + |P r
0 (iv)|2 ≤ ‖P r

0 ‖‖v‖, co implikuje, że ‖P r
0 ‖ = ‖P0‖.

Z Tw. Hahna–Banacha udowodnionego już dla funkcjonaÃlów rzeczywistych, przedÃlużamy
teraz P r

0 do funkcjonaÃlu rzeczywistego P r określonego na caÃlej przestrzeni V , nie
zwiȩkszaja̧c normy. Wreszcie definiujemy

P (v) = P r(v)− iP r(iv).

Sprawdzenie, że to jest już funkcjonaÃl zespolony (trzeba sprawdzić wycia̧ganie
staÃlych zespolonych), że przedÃluża P , i że nie zwiȩksza normy jest kompletnie ele-
mentarne.
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